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Über die in dieser wissenschaftlichen Beilage zum Osterprogramm 1888 angestellten 


Untersuchungen an Flächen zweiten Grades sei zunächst folgendes vorbemerkt. 


Als mir nach meiner Ostern 1887 erfolgten Versetzung an das Gymnasium zu Bautzen 
der Auftrag wurde, zu dem Osterprogramm 1888 die wissenschaftliche Abhandlung zu schreiben, 
wurde mir zugleich mitgeteilt, dass mein, leider nur allzufrüh verstorbener Vorgänger, Herr 
Oberlehrer Dr. Max Friedrich, vor seiner Krankheit bereits einen Teil zu einer Abhandlung für 
das Programm 1887 ausgearbeitet habe und wurde ich daher ersucht, zu seinem ehrenden An- 
denken, diese Betrachtungen, wenn möglich, in dazu passenden Untersuchungen mit ein- 
zufügen. Dieselben erstrecken sich auf einzelne Untersuchungen an besonderen Flächen 
zweiten Grades und sind in dem dritten und vierten Kapitel dieser Zusammenstellung enthalten, 
während das erste und zweite Kapitel allgemeinere Untersuchungen an den Flächen zweiten 
Grades in der Betrachtung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen 
darstellen. Einzelne, dabei sich ergebende Resultate sind nur der Vollständigkeit wegen ohne 
besonderen Beweis eingefügt, da ihre Betrachtung in den Lehrbüchern der Analytischen Geometrie 
des Raumes durchgeführt ist. 


Die bei diesen Untersuchungen angenommene Bezeichnungsweise ist dieselbe, wie sie 
in der Analytischen Geometrie des Raumes von Salmon-Fiedler benutzt wird, doch ge- 
schieht die Bestimmung der einzelnen Flächen nach den Unterscheidungsmerkmalen, wie sie 
in der Analytischen Geometrie des Raumes von Schlömilch angegeben ist. Es wird 
daher nötig sein, die entsprechenden Bezeichnungen in diesen beiden Werken zunächst neben- 
einanderzustellen. 


Die einzelnen Coeffieienten der allgemeinen Gleichung zweiten Grades bei Salmon und 
Schlömilch stimmen folgendermassen überein: 


—D, a,=E, 


A 


AA, a, BD, as, Ayg 


AR, u eh Ay4 


während die Diskriminante dieser Gleichung mit J=I' 
und ihre Unterdeterminanten nach a,,, 43, 354 &ı, YFesp. mit 


Aym—4d, A,—4, A, A, Au, 


in diesen beiden Werken bezeichnet sind. 


Die Unterscheidungszeichen für die Flächen zweiten Grades können nach Schlömilch, 
$ 39, in folgender Übersicht in der angenommenen Bezeichnungsweise zusammengestellt werden. 


ik an Centrische Flächen II. Grades. 


1) 495 — 21% <0 und zugleich A,,>0 


«) 4>0, kein geometrisches Gebild; 
8) 4=(0, ein einzelner Punkt (Coordinatenanfang) ; 
r) <<0, ein Ellipsoid. 


2) &9 241% <0 nicht gleichzeitig mit A,,>0 erfüllt. 


a) 4>0, ein einfaches Hyperboloid oder Hyperboloid mit einer Mantelfläche; 
f) 1=0, ein elliptischer Kegel; 
y) £<0, ein geteiltes Hrfebelnie oder Hyperboloid mit zwei i: Mantellächienl 


I. A,=0. Flächen II Grades ohne ein Centrum im Endlichen. 


) 
8) 
;) 


1) A, Asp As, sämtlich von Null verschieden. 
2,9 21% <0, ein elliptisches Paraboloid; 
2,0°— 2,1% >0, ein hyperbolisches Paraboloid; 
A 220, A210 und A,,”—a,,2,,=0, \ein parabolischersere 
linder, der in speciellen Fällen in eine Ebene übergehen kann. 


2) Eine oder mehrere der Grössen A,,, As As, gleich Null. 
Ist entweder A,, oder A,, oder A,, gleich Null, ein elliptischer oder hyper- 
bolischer Cylinder oder ein.System von zwei sich schneidenden Ebenen; 
ist entweder A,, oder A,, oder A,, verschieden von Null, zwei parallele Ebenen, 
die von der Ebene der Mittelpunkte gleichweit entfernt sind oder die Mittel- 
punktsebene selbst. 


Bemerkt sei zugleich noch, dass wir, ohne die- Allgemeinheit der Untersuchungen zu 
beschränken, die einzelnen Coeffieienten a], &5 . » . . als positiv voraussetzen wollen. 


nnınnnnnnnNnD 


Kap. I. 


Wenn eine Gleichung höheren Grades in ein Produkt mehrerer anderer von niedrigeren 
Graden aufgelöst werden kann, so stellt sie die Vereinigung aller durch ihre Faktoren dar- 
gestellten geometrischen Örter dar. Es soll untersucht werden, unter welchen Bedin gungen 
lässt sich die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen 
in ein Produkt von 2 linearen Faktoren zerlegen, d.h. unter welchen Bedingungen 
besteht die durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Fläche 
aus 2 sich schneidenden Ebenen? 


$ 1. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades können wir in der Form 


1X +99 7°4+9352°+ 20,5 %y + 2215824 2955724 22,,X-+22,,y+22,,24+2,,—=0 1) 
schreiben; unsre Aufgabe verlangt, dieselbe in ein Produkt von der Form 
(ax BY Czı DK ART ByvrC'z1D') 0 2) 


überzuführen, wobei die Normalen vom Anfangspunkt auf die durch die Faktoren dargestellten 
Ebenen und ihre Richtungscosinus durch ‘die Gleichungen bestimmt sind 
—D A B C 
p= VA®+ BO? oT — VArBerO? co p= VAAB2rC® COS y = ABO 


und in entsprechender Weise p', cos «, cos und cosy. 


Zu diesem Zwecke ordnen wir die Gleichung 1) nach Potenzen von x 
2,,X°+2 (d19y4+2,5242,,)XHa25y”+a;52°+2a,,yz+2a,,y+2a,,242,,)= 0, 
lösen dieselbe für x auf und erhalten die Wurzeln 
bt 9.1%777;; (419 y+2152+42,,)7 
V [(aı2y+2,52+2,,)>—a,1 (999) +2352°422,5y2+28,, y+2a;,2+2,,)]; 3) 
aus denen wir erkennen, dass unsre Aufgabe erfüllt ist, sobald wir im stande sind, die Beding- 
ungen anzugeben, unter welchen der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ein vollständiges 
Quadrat wird, Führen wir die angedeuteten Rechnungen aus und ordnen die Glieder nach 
Potenzen von .y und z, so nimmt der Radikand die Form an 
2 2 2 2 
(2 —1922)Y + (A135 °—A,1995)2°42 (9,5915 — 211995) Y2+2 (A190, — A194) y+ 
2 
2 (a15%4 211934) 24+- (a4 —2,12,,) 
und wenn wir dabei kürzer schreiben 
42a —b, 29919, — 1 = d, 54a, —f, 4) 


2 
2 


a FEN 2 ein 
4,3 195 — 6, 4,9594,4 79199, — 6, 4, Ay p— 5 


by?+cz?+2dyz+2ey+2fz1g; 


diesen Ausdruck können wir darstellen als 


(Vb.y+ Ve.z+ Ve)? —=by?-+ez2+2 Vbe.yz+2 Vbg.y-+2 Veg.z+g 


unter den Bedingungen he=d’, ‚he=0’,  cg=f”. 5) 
Es ergeben sich also unter diesen Bedingungen für die Wurzeln x der Gleichung 1) 
die Werte 2, ,%—=—(a,5yFa,57 42, ,)+ yw .y+Ve.z+Vo)? 
—=— (a,,J+2,53242, ,) Br (Vb.y-+Ve.z+Vg) 
oder 2,1% = — (Ag — Vb) y—(a,,— Vo)z—(a1,— Ve) 
und \ a ——lA:t Vb)y —(d5+ Ve)a—(a,,+ vg), 


d.h. die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen geht unter den 
Bedingungen 5) in folgendes Produkt von 2 linearen Faktoren über 
[a11X + (a: — Vb)y+(a; — Vo)z+ (a ,— Ve)] [a4 (as+ Vb)y+ aıs+ Veoyz+(a,.+ Ve) =0, 


oder wenn wir zur Abkürzung bezeichnen 


a,—A, 2,9 — Vb=a,,— Va,’— a2, =B, 2, — Ve—=a,;— Va’—2,12; —=C, 
ur, Vg Sn.) er Vau’ —aau =D, 
aA, 2,9 Vb=a,+ Va’ =B, + Var Vag’—a,1833 2. 
2,44 Vg=a,,+ Va—a2, =D), 
(Ax+By+Cz+D) (A’x+B’y+Cz+D) = 0, 


welche Gleichung 2 sich schneidende Ebenen darstellt. 


6 
3 ) 


$ 2. Berechnen wir jetzt die in den eingeführten Bezeichnungen b, e,... dargestellten 

Bedingungsgleichungen 5) in den Coefficienten a,,, A, ... der gegebenen Gleichung 1), so ergiebt 
be—d’—(a,,”— 2,1935) (415 —A,1d35)—(A,993 — A 1955)? — 0 
nach Ausführung der bezeichneten Rechnungen und Division mit a,, 

211 Agg Ag + 2ag,2, 5219 — Ay 195 Ag Ay, — Az — e) 
und, wenn wir die entsprechenden Seiten der ersten und dritten der Gleichungen 5) unter Be- 
rücksichtigung der mittleren multiplizieren 

df—ec—(a,52,5— 21933) (Aysdıı a 1d34) (A291 21924) (A5’—a 1955) = 0 
nach Ausrechnung und Division mit a,, 
219,59, 44935 %,9% 1 —Az5%, 794 + Az 9A 5d9d, Ay, (0. (u) 

Diese beiden gefundenen Beziehungen zwischen den Coefficienten der Gleichung 1) 
stimmen vollständig überein mit Ausdrücken, die in der Analytischen Geometrie des Raumes 
von Salmon, I. Teil, Seite 87, als die Differentialquotienten oder Unterdeterminanten der Dis- 
kriminante 4 und zugleich der Hesse’schen Determinante der gegebenen Gleichung 1) nach den 
Elementen a,, und a,, mit A,, und A,, bezeichnet sind; das Verschwinden von A,, zugleich 
mit A,, = 0 drückt nach der Anmerkung der Seite 88 aus, dass die Coordinaten des Centrums 
der durch die Gleichung 1) dargestellten Fläche unbestimmt sind, dass die Fläche unendlich 
viele Centra besitzt. 

Hätten wir die entsprechenden Seiten der ersten und zweiten Gleichung 5) unter Be- 
rücksichtigung der dritten Gleichung multipliziert, so hätten wir neben be d—=A, = 0 
noch die Bedingung erhalten 

de—bi=a, 12350, 4,94, 3% 4 A 1 dad st a0 a a ey, 
welche Gleichung sich als die Unterdeterminante A,, —=0 ergiebt; beide Bedingungen zusammen 
würden dieselbe geometrische Bedeutung haben, wie die Bedingungen 7!) und 7?) 
Erwähnen können wir hier noch, dass die beiden gefundenen Beziehungen bg= e? und 
cg=f? sich in den Coefficienten a,,, a5, ... als die Unterdeterminanten 
bg—e?—A,,—a, 10992444 221984 499, —Ay9 214 149, — ad — 0 
SP —A,5>a, 12350,,+ 29591 45, — A542 19,20; 0 
darstellen, während wir durch Multiplikation der entsprechenden Seiten beider Gleichungen, } 8) 
wenn wir sie bg—= e? und cg— f? schreiben, unter Berücksichtigung von be=d? erhalten 
L—dg=A,, =, 994 4344244 Aus Ay — Ayı Aug dgg + Anz Ay” — Ayo Ay dA a u. 
Schreiben wir die gefundenen Bedingungen 7!) und 7?) folgendermassen 
A’—be=a, 1455 °+239815 4235219 —ay Ag 9dy; — 2a, zdy5&9 — 0 
UH—ec—a, (A332, —Rz 3A15)+2 5 4A —Az 5A11)+ 5 4, (A1ds 5 —Agd42) = 0, 


so stimmen dieselben überein mit Gleichungen, die in der Analytischen Geometrie des Raumes 
von Schlömilch als +=0 und 4, —= 0 bezeichnet sind, so dass dieses = — A,, in den Be- 
zeichnungen von Salmon sich ergiebt, während 4, — A,, ist. Unter diesen Bedingungen ist die 
durch die allgemeine Gleichung 1) dargestellte Fläche entweder ein elliptischer oder ein hyper- 
bolischer Cylinder oder ein System von zwei sich schneidenden Ebenen; da aber die beiden 
ersten Fälle unsrer Betrachtung nicht entsprechen, so sehen wir, dass in der That die beiden 
Bedingungen 7!) und 7?) 


d’=be, df—ee 
dafür genügen, dass die Fläche aus zwei sich schneidenden Ebenen besteht; jeder Punkt auf 
der Durchschnittslinie kann als Mittelpunkt betrachtet werden. 


$ 3. Wir erhalten dieselben Bedingungen 5) und damit die beiden Bedingungen 7!) 
und 7?), wenn wir darnach fragen, ob die gegebene Gleichung zweiten Grades mit dem Produkt 
der Gleichungen zweier Ebenen identisch werden kann. 

Schreiben wir die Gleichung 


en 2 a, 2 - u = ‘ x 1 Ds Ds P — 
i 2 1X -+2997°+2352°+22,5Xy+ 20758242093 y2 +28, 4x4 223,y+ 28,248, 0 
in der Form 


i s 9, 9% 9, 9, 9, 5) 
a a 2 Da 2a 2a. 2a 2a 2a. 
11,2 , 922 a |, 33 „a 12 5 13 ie ® 14 24 34, 
z z db y ih 24 x a 5 xZ+ E I Yebhikare =z11—=0 
44 44 44 44 44 ar Ayq 44 Ayı 


und führen die Multiplikation des Produktes der Gleichungen zweier Ebenen von der Form 
Ix+my-+nz=1 aus, bei welcher die Öoefficienten 1, m, n die reciproken Werte der Abschnitte 
sind, welche durch die Ebene in den Coordinatenaxen gebildet werden, 

(Ix+my-+nz—1) (’x+m'y{n'’z—1) 
—I’x?+mm’y’+an’z’+H(lm+Im’)xy+(!’n-Hn’)xz+(m’n+mn’)yz—(’+1)x— (m’+m)y—(n'n)z+1= 0, 
so können wir die Coefficienten derselben Potenzen der Veränderlichen in beiden Gleichungen 
einander gleichsetzen und erhalten 9 Gleichungen, aus denen die 6 unbestimmten Grössen |, m, 
n, /, m’, n’ gefunden werden können; die Substitution der Werte derselben in die drei übrig 
bleibenden liefert die gesuchten Bedingungen. 


. a 2a 2a 
Es muss sen W=-4, ’m-Hm '——2, Ba ee 
Ay 2,4 a4 
rd 2a, 2a 
mm —-% In In — 8, m+m'—— —2, 
a4 a4 a4 
8; : 2a; 2254 
nn = 2 m n--mn'— zn n+n—=— eh) 
ayı 34 244 
F 4a,” ...da 
dann ist (HM, — — 
Ay Ay 
ee 4 N | in genau derselben Weise ergeben sich 
d—I)’—= —(a,,°— 412,4) 
al, rn 
Bi ee ER ee), Ag — Agady4 
— - , P) 
12.1 Zus Va,, —a 494 244 
44 NET BIENEN 
2 
2a FE URS Va,, —Aggdy4 
IH’ —— 14 m — — \ 
EI 244 
6) 2 
Alan rer a4 Va, —a,1244 ur A541 + Va3,—a;524; 
244 44 
V 2 P 2 
ya a4 A194, ee E Va,, —aggd44 
Er 7 STE ET Penn, ) 


Ay Ay4 


Um diese Werte von |, m, n... in die mittleren Gleichungen 9) einzuführen, ändern 
wir letztere folgendermassen um 


2A, \ 
!’ m-Hm’—= (+ m) (l’-+ m’) — I’ — mm’ a: 
44 
Zdy4s 

’n-Hn'’=(l-Fn) (’+ no) — I’ — nn! — 8 10) 
Ayy 
' + ! N 1 ' ! 2995 
mn-mn—=(m-n) (m-+n)—mm—nn ge 
4 
und erhalten 
RESORT FR TE WITERENT Ti DIMARTSTTE a 
it Va,, ’— 224) —- 29 + Va,, >—a 944) (— 414 Va,, 7a 144) 4+(—ay4— V ag, —2y524,) 


Ay x Ay4 
A; &o Ag 


Fer I 
a 7 U 
€ a.) (Va, 2a. 2. Va N ee a A, 2a,,4 
N 11944 ay4 99 dyy 21944  Agady _ Andyy, 
1 ; 


5) 


< 2 2 2 
Ay Ay Ay 


a 
44 
dies ausgeführt und durch eine Division mit a,, ergiebt sich 
% 2 meer se 
a Ag Ay gt 2a 9A a4 Ag A a0, 
dieselbe Bedingungsgleichung, wie die erste Gleichung 8) und deshalb wie die zweite Gleichung 5) 
Die Substitution der gefundenen Werte 1, I, n, n’ in die zweite Gleichung 10) liefert, 
wenn wir die Rechnungen in derselben Weise ausführen, die Bedingung 


2 


24, —(, 


: : dk 2 
AUBEIPREUFFE B> IL DEL DEE PFE DPT DFB DEE. DRN 
sie stimmt genau überein mit der zweiten Gleichung 8) und dadurch mit der dritten Gleichung 5) 
Vereinigen wir zuletzt alle 3 mittleren Gleichungen 9) zu einer einzigen, indem wir 
schreiben 
! r U ! ı a 2 6} 23 
(’m-+Im’) (’n+-In’) (m’n--mn’!) = —.—2.—, 


Ayy Ay Ay 


e { ä r Od a 
V ?2mm’n ?+H1l’m’?n?+1'mm’nn’+1?m’?nn’-H'?m’nn’-Hl'mm’nn’+ll’m?n’?+1?mm'n’ Te 
A: 
44 


\ 


oder 


und ordnen wir die Glieder der linken Seite, dass wir erhalten 
I’ (m’?n ®+m ?n’?)-mm’(’?n+H1?n’?)-nn'(’?m?441?m’?)+21l'mm'nn’ 
und schreiben dafür 
I’ [(m’n-Hmn’)”—2mm’nn’]+mm’[’n-Hn')?—21l'nn’]4-nn’[!'m+m’)’— 21mm’ ]4-21’mm'nn’ 

oder I’ (m’n-Han’) Hmm’ (’n-Hn’)?+nn’(’m+Im’)?—4ll'mm’on', 
so können wir nun aus den Gleichungen 9) die entsprechenden Werte einsetzen 

31, a 0 u) _ “1 dpn,des_. SA ano%as 

A44 N 4 Ay Ayı Ay (2,4) 
und erhalten die Gleichung 

A 1Ag9Ay; +2 9% 395 —ay 195 — A995 —Ay5 29° —(, 

eine Gleichung, welche mit der Bedingung 7?) und dadurch mit der ersten Gleichung 5) voll- 
ständig übereinstimmt, die wir mit 


a4 N 94 Ay4 N Ay 


d’—be=A,, =0 


bezeichnet haben. 


Somit ergeben sich aus dieser Betrachtung dieselben Bedingungsgleichungen 5) dafür, 
dass die gegebene Gleichung zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen 2 sich schneidende 
Ebenen darstellt und wir können sie ebenfalls in die beiden Bedingungen zusammenfassen 


de = A,—=0, EV 


$4. Es kann nun die Frage aufgeworfen werden, ob die unter den gefundenen 
Bedingungen aus der Fläche zweiten Grades entstehenden zwei sich schneidenden Ebenen stets 
reell und verschieden sein müssen. Die Wurzeln der Gleichung 3) werden reell sein, wenn 
die Grösse unter dem Wurzelzeichen positiv ist; da wir diesen Radikanden aber so bestimmt 
haben, dass er ein vollständiges Quadrat wird, so muss er für jeden Wert von y und z positiv 
sein. Die dureh die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellten 2 Ebenen müssen also 
unter den angegebenen Bedingungen stets reell sein. 

Nur der eine Fall ist noch zu berücksichtigen: unter welchen Bedingungen werden die 
Wurzeln der Gleichung 3) reell und gleich sein, d.h. unter welchen Bedingungen werden die 
beiden Ebenen in eine einzige zusammenfallen? In diesem Falle muss der Radikand gleich Null 
werden und dies geschieht für jeden Wert von y und z, wenn die Üoefficienten einzeln gleich 
Null werden. 


Es muss folglich in dem Radikanden (Vb.y+ Ve.z+ Vg)? 


Re h van EIER Bir 
b—=e—g—0 oder a,5’—a, 1495, &,5’—a, 135, 4 —a 184 


sein; denn dann müssen nach den Gleichungen 5) auch die Grössen 


d—e—t—0, d.h. 27545 — 21999, Ayla = Ay, Az A dys 


werden; die gleichen Wurzeln der Gleichung haben daher den Wert 


la un2 a) 
und es gelten die Beziehungen 


ee ea END 


Wir können also sagen: „Unter den Bedingungen b=c—=g—0 stellt die allgemeine 
Gleichung zweiten Grades 2 zusammenfallende oder eine einzige Ebene dar, von welcher jeder 
Punkt als Mittelpunkt gelten kann; wir können sie deshalb die Mittelpunktsebene nennen. Die 
linke Seite unsrer Gleichung muss dann das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der 
Form Ax+By+0z-+D sein“. 

Die Bedingung a,5’—a,,25, verwandelt die 3 Glieder a,,x?+a,,y’+2a,,xy in ein voll- 
ständiges Quadrat, ebenso die Bedingung a,,’—a,,4,, die Glieder a,,x”+a,,2°+2a,,xz, die Be- 
dingung a,,°—a,,2,, die Glieder a,,x°+a,,+2a,,x; setzen wir den Wert für a,, aus a,,°—=4,,35 
und für a, aus a,,’—2,,j4,; In die Bedingung a,53,5—2,15; ein, so erhalten wir die Bedingung 
Ay, —a,5A,, für die Glieder a,5y°-a,,2°+2a,,yz u. s.f. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
geht daher über in die Gleichung 


Va.3+ Vagay+ Va;.24+ Va,,)?—0 
oder Va,1.x+ Va,.y+ Va,,:2+ Va, = 0, 
und alle Glieder mit Va,, multipliziert gedacht 
| 2,,X°,9y42,248,, 0. 


TR I RR BR ae am ni 
Die@:3, Bedingungen bH=c=d==0'.oder a, —a 854, 4, A 1dg, und am 9m; Aus 
welchen sich sofort noch ergiebt a,,”—a,52,,, erfüllen die Gleichungen 


8 


A, 1a (93 —929955)49y4 (A359, —9y5 21 3)+Ay4(A99d15 —A19d95) — 0 

A, , —d—ec—a, (935919 —995%13)4A24(Aı 5 —ay1933)4 934 (A11993 — A529) —0 

A,,—de—bi=a, ‚(49925 —419993)+494 (11995 —41 381 9)4234(15° 25) — 0 

A, =be—d’=a, (439835; —233 °)+219(4939,3 —A33219)413 (495019 —295215) — O 
— a 9(A93213 —Ay329)4999(A 1833; —a 3 ")4+993 (A19d13 1993) — 
—2 3 (9995 —Ag9&,3)4293 (19913 —A 193 )4 933 (1499 5°) — 0. 

Unter den Bedingungen a,,’—a,,355; 43 2,123; und a,,?—a,52;; stellt nach den an- 
gegebenen Unterscheidungsmerkmalen die allgemeine Gleichung zweiten Grades im allgemeinen 
einen parabolischen Oylinder dar, der in speciellen Fällen zu einer Ebene degenerieren kann; 
kommen also noch die Bedingungen e=f—=g—=0, oder 2,5%, — 414, =0, 4344 —411234 =, 
24° — 2194, —= 0 hinzu, so sind dies, wie wir gesehen haben, die genügenden Bedingungen, damit 
die Fläche zu einer Ebene werde. Diese letzteren Bedingungen genügen aber den Gleichungen 

Ay; —bg—e’—az5 (a, 12,4, — a1 4°)4812(&1 4994, — 24 9244)4 894152141 2 195,) = 0 
A, eg Paz (a, 191 —ay4)4a 3 (A340 25244) 93 4A 5A ad) > 0 


, ch 2 Er 
A,,=dg—ef—a,; (a, ,°—a, 1244)4219(& 3244 — 214234) 294 (21193, — 2321) = 0. 


$ 5. Den Winkel zu finden, der von den beiden Ebenen gebildet wird, die dyrch die 
allgemeine Gleichung zweiten Grades unter den angegebenen Bedingungen dargestellt werden. 
Wir konnen die Gleichung, wie wir gesehen haben, auf die Form bringen 
[Ax+By-+Cz+D][A’x+B'y+C'z+-D'] = 0, 


wenn A—A—a,1; Ba, Va5’— A129, Ca; — Va13°—211233, Da, Va,’ 130, 
N FT ERHRSSHET SHE \ ER) 
B—a,,+ Va,5’—a1299, C—a,,+ Va, ’— 
Bezeichnen wir den gesuchten Winkel mit g, so wird er durch die Gleichung bestimmt 
& VI(AB'—A’B)>+4(BC'—B’C)2+{CA’—C/A)2]. 
el AA'+BB+CO 
Untersuchen wir zunächst, unter welcher Bedingung die beiden Ebenen rechtwinklig 
zu einander stehen. Dies tritt ein, wenn tg =», d.h. wenn AA'+-BB’+CC' —d ist. 


Ada,” BB=(a ,— Va,; 2 — 2,1895). (at Va,°—: — 2199), 1999 


Ayıdy, D’=a,,+ Va), 124, ist, 


CC’—fa,5;— Va13°— 2, 1233).(a13+ Va3— a 195) 1293- 
„Die beiden Ebenen stehen zu einander rechtwinklig, wenn a,,+4,5+4,; —=0 ist.“ 
Fragen wir weiter: unter welchen Bedingungen werden diese beiden Ebenen parallel 
zu einander gehen? Sie gehen parallel, wenn g==0, d.h. wenn 
AB=—=AMB, "BO=BETLAEOR IE, 
Schreiben wir die Bedingungsgleichungen als Proportionen 
A:A'=biB, B:B 05 MI—ASA, 
so können wir den Satz der korrespondierenden Addition und Subtraktion anwenden, indem wir 
die mittlere als Folge aus den beiden anderen weglassen 
A+A':A—A'—B+B':B—B'; C+0:0—C—=AHA:A—A' 


und, indem wir die angegebenen Werte einsetzen, erhalten wir 


y .())— en SE ee N Be . 
23,,:0=2a,5:—2 Va,5?—a, 1993 29,,:—2 Va5°— 2,123, —2a, 1:0 


RER EEE 2: Ä ee ar Be 
211 Va,2°—2,1995=0 oder 2,5? —=8,195; 21, Va13°— 2,123, —0 oder 2,5? —a 193. 


Die Ooefficienten sind daher 
A=A—3,, B=B=n,,, C=C=a,, D=a, Va, 3- —2, 1%, D’—=a,,4+ Va,,?—2,,2%4, 
die Gleichung lautet 
[a,1%+8,, 94213246214, — Va14,°— 2,1244 )] [a 1% 212 y42132Ha1 + Va a 12,)] > 0 
und lässt erkennen, dass die allgemeine Gleichung 1) zwei parallele Ebenen darstellt, die von 
der Mittelpunktsebene gleichweit entfernt sind. 
Die beiden Bedingungsgleichungen a,,2—=a,,35, und a,,?=4,,4,, oder b=c=0 erfüllen 
die beiden Gleichungen 
A,,—df—ec—a, ;(2338,9 —23515)424(1 5? —2,1933)4834 (Ar 1995 — 23875) = 0 
A,,—de—bf—a, (4992,35 —A 9993 )+294 (911995 —A 3219 )4 234 (d19?— 81835) — 0, 
wenn wir noch die gegebene Bedingung 
=——.(12 on “ u 
A,,—d? —be—a, 5(A1 9495 —Ay9845)493 (A194; — A, 1993) 433 (, 1999 a5?) = 0 


hinzunehmen; denn die letztere verschwindet für 


da 9°, Aygdız A jdgz, Aygdı;—AN9dy; 

und a,3°=2,,3;; Mit A,]%55>=2,52,), durch Multiplikation der entsprechenden Seiten vereinigt, 
ergiebt 3255 4352}, Diese drei Bedingungen A,,—=df—ec=0, A,,—de—bf=0 und 
A,,—d?’—be=0 sind aber nach der aufgeführten Tabelle der Flächen zweiten Grades nötig, 
damit die allgemeine Gleichung zweiten Grades 2 parallele Ebenen darstelle, die von der Mittel- 


punktsebene gleichweit entfernt sind. 

Sofort erkennen wir, dass, wenn noch die Bedingung a,,?—=a,,a,, hinzutritt, diese beiden 
parallelen Ebenen in eine einzige Ebene, die Mittelpunktsebene, zusammenfallen, deren Gleichung, 
wie wir schon angegeben haben, lautet 


218499 y+213242,, = 0. 


Kap. Il. 
Jede gerade Linie schneidet eine Fläche zweiten Grades in 2 Punkten. 
$ 1. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen 


2,1X°+295y?+2,;2°4+22,5xy428,3X2422,, 72422, 4Xx422,,y+22,,242,, — 0 1) 
können wir zu Polarcoordinaten transformieren, indem wir bei rechtwinkligen Axen 
x—0C08a0, y=0C0Sf, 2=0C08/ 
oder, wenn wir für cos a, cos ß, cos y kurz A, u, » gebrauchen, x—=e}, y=ou, zo» setzen, wobei 
oe den Radius vektor und A, u, » die Richtungscosinus desselben gegen die Coordinatenaxen be- 
deuten. Die Gleichung nimmt dann die Gestalt an 
(21 1%?+295 u? +23, 7? +20, , Au+2a, 5, Av +28,; ur) 0? +2(a 4A tag, u taz r)e ta, = 0; 2) 
wir können dieselbe kurz schreiben 
Ao2+2Be +0 —=(, 3) 
indem wir 
2,142-49,5 02423372422, 5 Au+2a, 549 +22; uv—A, 2,449, 042,3, 9=B und a,=Ü setzen. 
Die Wurzeln dieser in o quadratischen Gleichung sind die beiden Werte des Radius 
vektor, welche irgendwelchen Werten der Richtungscosinus A, u, » entsprechen; da aber jeder 
2 
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beliebige Punkt zum Anfangspunkt der Coordinaten gewählt werden kann, so beweist diese Form 
der quadratischen Gleichung 1), dass jede gerade Linie eine Fläche zweiten Grades in 2 Punkten 
schneidet. Unsre Aufgabe wird es sein, aus dieser Form der quadratischen Gleichung in Polar- 
coordinaten die verschiedenen Beziehungen der Radien vektoren zu den Flächen zweiten Grades 


nachzuweisen. 


$ 2. Die beiden Werte der Wurzeln g der Gleichung 3) sind 
— B+VB?—-AC =B YBNE 
ae A und DT y\ : 
Zunächst haben wir zu entscheiden, unter welcher Bedingung die Wurzeln unsrer Gleichung 
reell und verschieden, reell und gleich oder imaginär sind. 
Die Bedingungen dafür lauten 


B®>AQG,. BAU und B?<AU, 


oder ausführlicher geschrieben 
(a, 444894 142349)? — 244(&1 1 249g u’ +a33v2 +22, 5 40 +22, , 1r +28; ur) _ v. 

Ist B2>AQ, so schneidet der Radius vektor die Fläche in 2 Punkten, deren Verbindungslinie 

eine Sehne der Fläche ist; für B>=AO folgt g,—=o,, die Sehne wird dann zu Null und die 

Gerade zur Tangente an die Fläche; für B’<AC liegt die Gerade ausserhalb der Fläche, sie 

schneidet die Fläche in 2 imaginären Punkten. 

Untersuchen wir jetzt den Fall eingehender, für welchen die Wurzeln der Gleichung 2) 
reell und gleich sind, d.h. für welchen der Radius vektor die Fläche in 2 zusammenfallenden 
Punkten schneidet oder für welchen der Radius vektor zu einer Tangente an die Fläche wird. 

Die Bedingung lautet 2 —AC 
oder ausführlicher geschrieben 

(A4t+Ay, ua; 9)? —a, (a 1%’ +Ay9 u? +a,;v’ +20, 5Au+-2a,5hv+2a,; ur) 
und lässt, da sie in A, u, » quadratisch ist, erkennen, dass die Radien vektoren auf einer Fläche 
zweiten Grades liegen werden. Multiplicieren wir beide Seiten der Gleichung mit eg? und 
ersetzen wir @4, ou, @ resp. durch x, y, z, so geht sie über in die Form 
(A14X429,y425,2)?—a, (a, 1X? +9959° +9,52? +28, 9Xy+22,5X2420,,y2), 
welche wir schreiben können 
(4? 1 u)N Hay? — 89924 4)Y Ha? —az50,4)2° 42 (A499, 92, )XY+2 (A431 A132 4)RZ 4) 
+2(a9423, —2332,,)y2=0, 
d. h. wir erhalten für die Lage der Radien vektoren eine homogene Gleichung zweiten Grades 
zwischen 3 Veränderlichen. Jede in x, y, z homogene Gleichung zweiten Grades stellt aber 
einen Kegel dar, der den Anfangspunkt zum Scheitel hat; alle Radien vektoren, welche die 
Fläche zweiten Grades in 2 zusammenfallenden Punkten schneiden, d. h. alle Tangenten vom 
Anfangspunkte aus an die Fläche, liegen also auf einem Kegel, dem sogenannten Tangenten- 
oder Berührungskegel der Fläche; der Kegel ist eine geradlinige Fläche zweiten Grades. 

Genau dieselbe Gleichung für den Tangentenkegel an die Fläche erhalten wir, wenn 
wir in der (Salmon 8. 96) erwähnten Gleichung für den Tangentenkegel U’U”’—P?, in der 
U’ und U” die Resultate der Substitution der Coordinaten zweier beliebig angenommener 
Punkte x’y'z’ und x’y"z'" in die Gleichung der Fläche darstellen, während P=x(a, ‚x’+2,5y'+ 
2,5248, )4 Ya 5X Fay9y'tag52+ay4)+Z(a1 5X 4Ay5y +Ay52 +8) Hay taz ta ist, den 
Punkt x'y’z' als Coordinatenanfangspunkt nehmen, also x —y'—=z’—=0 setzen; die Gleichung für 


den Tangentenkegel lautet dann 
244(4,1X°?+2957?+2332°+22,9Xy+28,5X24+2295, 2422, 4,X42a,,y+28,,248,,)=(a,,X4ay,y+5342+8,,)? 
und ergiebt dieselbe Form 
(a4? —a 1244) X? Hla94?— 229244) ?+la3 1? —a35244)2242(2 4A9, — a 9244) RY+2(a 4a, — a 5244) RZ 
+2(43493, —9552,,)y2=0. 


$ 3. Hier haben wir zunächst die Frage zu beantworten: unter welchen Bedingungen 
stellt die Gleichung 4) einen reellen Tangentenkegel an die gegebene Fläche zweiten Grades 
dar oder, an welche besondere Fläche zweiten Grades lässt sich durch jeden Punkt als Anfangs- 
punkt ein reeller Tangentenkegel legen? 

Schreiben wir zu diesem Zwecke die Gleichung desselben 


2 2 t , an 
(a, ?— 2,1244) X? ag, ?—9g99,4)Y? A341? —2z5244)22-+2(a, 4a, — a 9241) RY+ 2a 434 — A524 4)XZ 
+2(23443, —3932,,)y2=0 
in kürzerer Form, indem wir 
f ra, ; BU a 
24° —2 4b), 24? a2, —=Gd, u yy—t, 5) 
, BR ee = PT 
Ay, —Ag9dy, 0, 4,494 gu —E6, Ag4dz4, —Ag5d,,—g Selzen 
b'x?-+c'y24+d'z2+2e'xy-H2f'xz+2g2'yz—= 0 
und lösen wir dieselbe für x auf 
b’x2+2(e' y+H'z)xH(d'y?+d'z?+2g'yz)—=0, 
b’x=—(e'y-+Hf'z)+V[(ey+f'z)2—b’(e'y2-Hd’z2-H2g'yz)], 
so ist unsere Frage darauf zurückzuführen, unter welchen Bedingungen der Radikand für jedes 
y und z eine positive Grösse wird. Wir können den Radikand in der Form schreiben 
(e 2 —b’e)y2+Hf?—b’d)z2+2(ef —b'g')yz, 
wofür wir wieder setzen können + 


2 —b’g‘ a. [(e?—b’e’) a elE| 
u ve) (+ I be (e?—b’e')? ” 
und erkennen nn dass A en positiv ist, so lange 
e2—b’€ positiv und zugleich (e?— be) ?—bA)—(ef —b’g))2 positiv ist; 6) 
dass aber, wenn diese beiden Bedingungen nicht gleichzeitig erfüllt sind, der Radikand sein 
Vorzeichen ändert, indem er durch Null hindurchgeht, welchen letzteren Fall wir später noch 
besprechen müssen. | 
Führen wir jetzt die einzelnen Differenzen der Bedingungsgleichungen 6) in den 
Coefficienten a,,, Ayy... aus, so erhalten wir nach jedesmaliger Division mit a,,, welcher Faktor 
>0 angenommen, andeutet, dass der Anfangspunkt der Öoordinaten nicht auf der Fläche liegen kann, 


no: ERDE, P) N R) unen Ä 
e?—b’e —=2,522,,— 22, 9944994 F%14 ?Agg td 1994? — A 1 A994 


f2—bd—a,,?a,,— 28,539 4834 4234 °& 104°; Az 5A44 
A bg —ay 4 2093 — 29% 493, — a 3949 tar 2 ddr Ay Ag A 1 Ay5 
Diese 3 Gleichungen stimmen (bei den ersten beiden sind nur die Vorzeichen ent- 
gegengesetzt) genau überein mit den als die Unterdeterminanten der Diskriminante der gegebenen 
Gleichung 1) nach den Elementen a,,, a,, und a,, bezeichneten Grössen A,;, As, und A,, oder 
in den Bezeichnungen 4) des Kap. I mit den Grössen bg—e?’, c 2 und dg—ef, so dass wir 


e?—be=e?—be=—A,,, f?—bd=f?—ceg=—A, und ef—bg—ef—dg—A,, 
9) co 
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erhalten. Unsere gefundenen Bedingungsgleichungen 6) für die Reellität des Tangentenkegels 
können daher geschrieben werden 


e?—bg>0 und zugleich (e?—bg) (f?—ceg)>(ef—dg)!. 6») 

Die zweite Bedingung können wir durch einfache Berechnung umformen in 
&(be—d2)-+Hf(de—bf)-He(df—ce)>0, 6°) 

oder (a4? —a 12, ,)(be—d?)-Ha, 32,4, — a, 125 ,)(de—bf)+(a1 90,4, — 8 145, )(dE—ce)>0 


(211244, —a,4?)(be—d? (2, 123, — a, 32, 4)de—bf)+-(a, 109, —a 58, ,)(H—ce)<0 
21244 A444 241934 A944 21994, As, a1, (be—d?)— a, 32, ,(de—bf) —a, 52, ,(d—ce)<0 
21244, A441 4% 1954 A34H2y 1994 A244 1A <0 
24444423, A342, Ara A, = I<0; 
die Diskriminante 4 der gegebenen Gleichung 1) ist also kleiner als Null. 
Soll weiterhin e®—bg>0 sein, so muss auch f?—cg>>0 sein, während ef de 0 sein 


kann; nehmen wir an ef—dg<0 und schreiben wir e2>bg, f?>eg und dg>ef, so ergiebt eine 
Multiplikation der beiden ersten mit der dritten 


de>bf und df>ce; 
da die Bedingungen e’>bg und f?>>cg für eo und für f = 0 erfüllt sind, so genügen der 


Bedingungsgleichung 6°) die Werte e>0 und f>0, wenn zugleich be>d? und g>0 ist; denn 
dann ist die linke Seite die Summe dreier positiver Glieder; be>d? ist aber die Bedingung 
A,,>0 und für 8>0 muss b<<0 sein; denn in diesem Falle ist die linke Seite der Beziehung 
e?—bg>0 die Summe zweier positiver Glieder. Die beiden Bedingungsgleichungen 6) sind 
also zugleich erfüllt, wenn be—d’=A,,>0 und b=a,,°—4,,49<0 ist. 

Die Bedingungen b=a,,°—a,,335<0, A,,>0 und /<0 lassen uns aus der Tabelle der 
Flächen erkennen, dass die allgemeine Gleichung 1) ein Ellipsoid darstellt; d. h. durch jeden 
beliebigen Punkt als Anfangspunkt der Coordinaten und als Scheitel kann man einen Kegel so 
an ein Ellipsoid legen, dass alle Radien vektoren auf demselben Tangenten an das Ellipsoid 
sein werden. 


$4. Wie wir im Kap. 1) untersucht haben, unter welchen Bedingungen die all- 
gemeine Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen sich in 2 lineare Faktoren zer- 
legen lässt, so können wir auch den Satz beweisen, dass jede homogene Gleichung zweiten 
Grades zwischen 3 Veränderlichen in 2 lineare Faktoren sich zerlegen lässt, d.h. dass sie zwei 
Ebenen repräsentiert, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen. 
Wir schreiben die Gleichung 4) des Tangentenkegels wieder mit den Abkürzungen 5) 
in der Form 
b’x’+cy’+d’z’+2exy-+2fxz+2gyz—= 0; 
lösen wir sie für x auf 
bx=—(ey+f’z)+ Vf(ey+fz)>—b’(e'y?+d’z2+2g'yz)], 
so ist die Bedingung, unter welcher wir sie in 2 lineare Faktoren zerlegen können, die, dass der 
Radikand ein vollständiges Quadrat wird. Die Grösse unter dem Wurzelzeichen ergiebt 
(e? —b’e)y?2+Hf?—b’d’)z2+2(ef’—bg')yz, 
und die Bedingung ist 


(ef —bg)>—=(e?—be)f?2—bd) oder (ef —bg)? — (e?—be)(f?—bd)=0. ') 
Auch in dieser Gleichung können wir wieder 
e2—be—=e?— be, f?—bd—=f?—cg und ef —bg=ef—dg 
setzen; unsere Bedingungsgleichung heisst daher 
(ef—dg)?—=(e’—bg) (f?— eg), 2) 
sodass (Ve?—bg . y+ Vf?—eg.. z)? =(e? —be)y?+(f?—cg)z?2+2 Ve: —bg)(f?—cg) . yz 
— (e? —bg)y2 +? —cg)z?-+2(ef—de)yz 

ist und sich folgende Werte für die Wurzeln x ergeben 


bx=—(eyH ty Wer—bg.y+ vr? Zee .z]' 
=—(e + Ver —be)y — Ft Vf>— eg), 
wodurch die allgemeine Gleichung des Tangentenkegels in das Produkt übergeht 
[b’x-He+ Ver—bg)y+ (f'+ VP?—eg)z] [b’x+fe — Ver —be)y-Hf — VF?—cg)z | = 0, 

in welchem das Fehlen des von den Veränderlichen freien Gliedes in jedem Faktor andeutet, 
dass die Ebenen durch den Coordinatenanfangspunkt gehen. 

Die Entwickelung unsrer gefundenen Bedingungsgleichung 7’) nach den Üoefficienten 
Ay, Aa... kann genau wie im vorhergehenden Paragraphen durchgeführt werden und ergiebt 
A—(0 oder, wenn wir nach Einführung der Grössen a,,,a95 ... die angedeuteten Rechnungen ein- 
fach ausführen und, nachdem wir alle Glieder durch a,, dividiert haben, dieselben zu einem 
Produkt vereinigen, dessen einer Faktor (a,,a,,—a,4?) ist, so giebt der andere Faktor die ge- 
suchte Bedingung in der Form 


a1 Ag9AggAy4t 2A 1995A94d54 422,504 4Ag9A34t 2° 991 4Ay4Ag5 22 981 3AygAyy — Ay 4 ?Aygdzz 2°) 
— a Ay ?Ayz —A Ag 9A 4? — A 1 Ag5 Ay, — Ag Ag — Ag Ay ts ?Ay5 HA 3 2A? +A,y?ay4° 
— 29, 9% 5Ag4Ag4 — 2a 9% 4Ag5dg4 — 2a 394 4Ay9d94 — 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung ist ebenfalls die schon erwähnte Diskriminante 4 


und zugleich Hesse’sche Determinante der gegebenen Gleichung 1); sie stellt nach Salmon, 
S. 87, die Bedingung dar, unter welcher die Gleichung 1) einen Kegel darstellt. 


Können wir aus der Bedingungsgleichung 7®) noch nachweisen, dass auch A,,>0 
nicht gleichzeitig mit b<<O erfüllt ist, so stellt die allgemeine Gleichung einen elliptischen 


Kegel dar. Die Bedingung (ef—dg)’=(e’—bg)(f?—eg) kann erfüllt sein für efZdg und 


e?>bg, wenn zugleich f?>cg und für efZdg und e’<bg, wenn zugleich f’<cg ist; vereinigen 
wir dg>ef mit e’>bg und f?>>eg, so ergiebt die Multiplikation der entsprechenden Seiten der 
ersten mit der zweiten und mit der dritten ed>bf und df>ce und deren Multiplikation d’>be, 
also A,,<0; hierbei kann bZ0 sein; vereinigen wir jedoch ef>dg mit e’<bg und f?<ceg 
durch Multiplikation, so erhalten wir bf>de und ce>df und daraus be>d?, also A,,>0; dann 
müssten, sollten die angenommenen Bedingungen erfüllt sein, b, c, e und f dasselbe und & und 
d das entgegengesetzte Vorzeichen haben; bZ0 ergiebt, wenn wir die Bedingungsgleichung in 
der Form b(f?—ceg)-+e(ce—df)+d(dg—ef)—=0 schreiben, für die linke Seite einen positiven oder 
negativen Wert; sie ist nur erfüllt für b=0; die Beziehungen A,,>0 und b<<0 erfüllen also 
die Bedingungsgleichung nicht zugleich. 
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Stellt die allgemeine Gleichung zweiten Grades einen elliptischen Kegel dar, so 
lassen sich durch jeden Punkt als Anfangspunkt 2 sich in demselben schneidende Ebenen so 
an den Kegel legen, dass alle Radien vektoren in diesen Ebenen Tangenten an den Kegel sind; 
wir können diese Ebenen geradlinig-berührende Ebenen nennen. 


$ 5. Fragen wir nun weiter: unter welchen Bedingungen sind die Wurzeln der 
Gleichung 4) reell und gleich, d. h. wenn muss der Tangentenkegel in 2 zusammenfallende 
Ebenen oder in eine einzige Ebene übergehen? Für diesen Fall muss der Radikand 
(e?—be)y?+Hf?—b’d’)z?+2(ef —b’g))yz für jeden Wert von y und z verschwinden; dies findet 
statt, wenn die einzelnen ÖOoeffiecienten für sich verschwinden, also für e’—be —=0, f’—-bd=(, 


ef bg —0. 
Diese Bedingungen sind aber, wie wir im $ 3 erkannt haben, mit den Bedingungen 
übereinstimmend bee, “cr —T eure 


aus welchen wir durch Multiplikation der entsprechenden Seiten der ersten und zweiten unter 
Berücksichtigung der dritten noch die Gleichung erhalten 
ben: 
es sind also genau dieselben Bedingungsgleichungen, die wir unter 5) des Kap. I dafür erhalten 
haben, dass die durch die allgemeine Gleichung 1) dargestellte Fläche zweiten Grades zwei 
reelle, sich schneidende Ebenen darstellt. Legen wir daher durch einen beliebigen Punkt als 
Anfangspunkt der Coordinaten und durch die Schnittlinie dieser beiden Ebenen eine Ebene, so 
schneidet jeder Radius vektor in derselben die beiden sich schneidenden Ebenen in 2 zusammen- 
fallenden Punkten oder in einem Punkte der Schnittlinie. 


$ 6. Nachdem wir untersucht haben, in welchen Beziehungen die Radien vektoren von 
einem beliebigen Punkte aus zu der durch die Gleichung 1) dargestellten Fläche stehen, sobald 
wir die Wurzeln der in Polarcoordinaten transformierten Gleichung als gleich voraussetzen, 
gehen wir dazu über, diese Beziehungen zu erforschen für die Fälle, in denen wir den Coeffieienten 
der Gleichung Ao’4#Be+C=0 besondere Werte beilegen. 

Die erste Voraussetzung sei C=p. 
Das Verschwinden des sogenannten absoluten Gliedes der Gleichung bedeutet, dass der An- 
fangspunkt der Coordinaten nicht mehr jeder beliebige Punkt sein kann, sondern ein Punkt der 
Fläche selbst sein muss; denn der sich unter dieser Voraussetzung ergebenden Gleichung der 
Fläche Ag®+2Bo—=0, oder für g4, ou, ev die Werte x, y, z wieder eingesetzt 


2,1X”+299y°+2332°+22,9Xxy-+22, 53x24 289, y2+22, 4Xx422,,y-+22, ,2—0 
genügen die Werte des Anfangspunktes x—=0, y=0, z—0. 

Die sich ergebende Gleichung Ao°+2Bo—0 lässt, durch o dividiert, Ao+2B=0, er- 
kennen, dass sie bloss einen Wert für die Wurzel der quadratischen Gleichung, g,, =—2B:A, 
ergiebt, dass der andere Wert 950 ist; d. h. ziehen wir eine gerade Linie durch einen Punkt 
als Anfangspunkt der Coordinaten, welcher auf der Fläche zweiten Grades selbst liegt, so hat 
sie noch einen Punkt mit derselben gemein. 


$S 7. Nehmen wir an, in unsrer Gleichung Ao°+2Bo+Ü=0 sei 
Be) 
In diesem Falle erhalten wir die Gleichung der Fläche Ao’+C—=0; dieselbe lässt erkennen, 
dass die beiden Werte der Wurzeln der Gleichung numerisch gleich gross mit entgegengesetzten 
Zeichen sind, e=+C:A; die Schnittpunkte der Radien vektoren mit der Fläche müssen gleich- 
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weit entfernt und in entgegengesetzter Richtung vom Anfangspunkte der Coordinaten liegen, 
d. h. die der Bedingung B=0 entsprechenden Radien vektoren müssen im Anfangspunkt hal- 
biert werden. Durch Multiplikation mit e und, indem wir für 4, ou, 0» resp. x, y, z setzen, 
zeigt die Bedingung B=a,,4+a,,#+2;,»—0, dass die Radien vektoren in der Ebene a,,x+a,,y 
+3,20 liegen müssen; d. h. es muss durch jeden Punkt als Anfangspunkt eine Ebene sich 
so legen lassen, dass die in ihr durch den Punkt gezogenen geraden Linien in demselben hal- 
biert werden und zwar erkennen wir aus der Form der Gleichung der Ebene, dass dieselbe 
parallel zur Polarebene des Punktes inbezug auf die Fläche durch denselben gelegt werden muss. 

Die speciellere Voraussetzung, dass die einzelnen Coefficienten der Bedingung B=0 
verschwinden, dass also NER N) 
sei, spricht aus, dass keine einzelne Ebene mehr als die jener Bedingung entsprechende angegeben 
werden kann; der Coefficient von ge verschwindet dann für jede dem o beigelegte Richtung, 
jede durch den Anfangspunkt gehende gerade Linie muss in ihm halbiert, d. h. der Anfangs- 
punkt muss das Centrum der Fläche werden. Daher heissen die, unter dieser Bedingung der 
Gleichung genügenden Flächen die eentrischen Flächen zweiten Grades; die Form der 
Gleichung derselben ist 


2 2 2 A, Kuls 
a,1X 4999) +9332°+28,9Xy+ 22, 3X24+22,, 242, ,—0. 


$S 8. Die Vereinigung der beiden bis jetzt betrachteten Bedingungen 
Gl, und BU 

lässt aus der Form der entstehenden Gleichung Ao?—0 erkennen, dass beide Werte der Wurzeln 
der Gleichung, gleich Null werden; der Anfangspunkt und die beiden Schnittpunkte des Radius 
vektor mit der Fläche müssen in einem Punkte der Fläche zusammenfallen; d.h. die Radien 
vektoren müssen die Fläche im Anfangspunkte der Coordinaten berühren und, da ihre Richtung 
durch die Bedingung B==0, welche durch Zurückgehen zu den Coordinaten x, y, z wieder eine 
Ebene darstellt, bestimmt ist, so müssen sie in einer Ebene liegen, welche durch den Coordinaten- 
anfang geht. Die Gleichung a,,x+a,,y4a;,,2=0 ist unter Voraussetzung von a,,—0 die 
Gleichung der Tangentenebene der Fläche im Anfangspunkt der Öoerdinaten, wenn dieser 
ein Punkt der Fläche ist. Alle geraden Linien, welche in dieser Tangentenebene der Fläche 
durch den Berührungspunkt gezogen werden können, schneiden die Fläche in 2 zusammen- 
fallenden Punkten. 

Die Bedingung B+C=0 stellt die Gleichung der Polarebene des Anfangspunktes 
inbezug auf die gegebene Fläche dar; für den Fall, dass der Anfangspunkt ein Punkt der Fläche 
wird, also C==0 ist, geht die Gleichung der Polarebene in die Gleichung der Tangentenebene 
über; d. h. für jeden Punkt der Fläche als Anfangspunkt fällt die zugehörige Tangentenebene 
mit der Polarebene zusammen; für den Fall, dass der Anfangspunkt ins Centrum fällt, B=0, 
wird die Polarebene zur unendlich fernen Ebene, &=0. 

Nehmen wir die speciellere Bedingung an, dass 

aaa, —( 
ist, so ist die Tangentenebene nicht mehr bestimmt; es muss jede durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten gehende Linie die Fläche in 2 zusammenfallenden Punkten schneiden; der Anfangs- 
punkt wird ein Doppelpunkt der Fläche; die Fläche wird zu einem Kegel, welcher den Anfangs- 
punkt zum Scheitel hat. Seine Gleichung ist 
2 1X°+299y°+a,32°428,9Xy+22, 582422, y2—0), 
eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen. 


$ 9. Untersuchen wir jetzt, welche Beziehungen sich für die Radien vektoren und die 
Fläche zweiten Grades aus der Bedingung 
A—0 
Zu diesem Zwecke dividieren wir die Gleichung A 0°+2Be+C—=0 durch 0°, wodurch 
sie auf die Form kommt 1 N 1)? ' 6 . 
| A42B14+0(t) —0 oder C(+) HBHA=0, 


eine für a quadratische Gleichung; d.h. die Wurzeln dieser Gleichung sind die reciproken 


Werte des Radius vektor. Setzen wir jetzt, wie verlangt, A=0, d.h. das von der Veränder- 
lichen freie Glied gleich Null, so wissen wir nach $ 6) dieses Kapitels, dass der Wert der einen 


ergeben. 


2B f ; N 
Wurzel 2 Be der der anderen —— 0, der Wert des Radius vektor selbst oe, =»ist; der 


eine Schriktpunket des Radius in der gegebenen Fläche liegt also unendlich weit, wäh- 
rend der andere Schnittpunkt im Endlichen liegt. Die Bedingung dafür wird aber für die- 
jenigen Werte von 4, «, » erfüllt, welche der Gleichung genügen 

a Hayp u +az; 7 "+20, Au 42a, Ar +22, ur—(, 
welche durch Einführung der Grössen x, y, z in die Form übergeht 

2, X°+ay9y°+a332°428,5Xy+22,5x24+22,,y2=0), 8) 
wiederum eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen. Alle Radien 
vektoren, welche die durch die allgemeine Gleichung 1) bestimmte Fläche zweiten Grades in 
einem endlich und in einem unendlich entfernten Punkte schneiden, liegen auf einem Kegel, 
dessen Scheitel der Anfangspunkt ist. 

Transformieren wir die gegebene Gleichung 1) zu parallelen Axen durch einen andern, 
ganz beliebigen Punkt, so bleiben, nach bekanntem Satze, die Coefficienten, die in die Glieder 
vom zweiten Grade der Veränderlichen multipliciert sind, unverändert; wir erhalten also für 
jeden Punkt als Anfangspunkt denselben Kegel zur Bestimmung der Radien vektoren, welche 
die Fläche ausser in einem endlichen noch in einem unendlich entfernten Punkte schneiden. 

Diese Bedingung lässt uns also erkennen, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
auch solche Flächen darstellen kann, welche nicht vollständig begrenzt sind, sondern sich in 
irgendwelcher Richtung ins Unendliche erstrecken; es giebt uns daher diese Bedingung ein 
Kennzeichen zur Unterscheidung derjenigen Flächen zweiten Grades, welche sich ins Unendliche 
erstrecken von denen, welche nach allen Richtungen hin begrenzt sind. 


$ 10. Die Bedingung dafür, dass Flächen zweiten Grades von geraden Linien ausser 
in einem endlichen auch in einem unendlichen Punkte geschnitten werden, ist 
2 1X°+2,9y°+2332°4-28,98y+28, 382 +2a,,y2==0, 
die Gleichung eines Kegels, den wir den Unendlichen-Schnitts-Kegel nennen können. 
Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen dieser Kegel reell sein wird. 
Schreiben wir die Gleichung in der Form 


2,1X°4+2(a,9y4+2432)&-H(99Y4+332°+28,,y2)=(0, 


so sind die Wurzeln ” 
2,1 8°——(219Y-+2132) HU [a1 y42132)°—a 1 (A95y°+2332°+22,, y2)] 
—— (9, 3y42,32) HU [(@12°— 8, 1233) -Haı3°— a, 1293)2°4 221 52,5 — 21233) Yz] 9) 
und die Bedingungen dafür, dass für jedes y und z die Werte von x reell und verschieden 
werden, sind nach schon in $ 3) angewendeter Methode 


%9°—2,18;>0 und zugleich (a,5°—a, 1235)(a,5°—A, 1933) — (A 541; —2, 195,)>0. 10) 


A 


Betrachten wir jetzt diese Bedingungen etwas eingehender. 
2 : j ; 2 2 2 
Soll a,5°>a,,25, sein, so kann die Bedingung (a,5°—a, 1295)(413—211233)>(2ı 9% 3 — 21993) 
nur erfüllt sein, wenn auch a,,?>a, ,A,; ist, während u sein kann. Die zweite Bedingung 
können wir aber auch in folgender Form schreiben 


2 —>0: 
a, (Ay9d95 —Ay3 °)4+A1 9 (A933 —Ay3249)4 215 (dp5019 992, 5)>0; 

SU 5 5 R h 
da aus der Vereinigung der Ungleichungen a,,°>a,,495; &3°>&,1%; und 2,5%,3 <a, sich 
ergeben 2,5995 >4,5299 Und 4,5295 >A,595;, woraus wieder folgt a,,”>a,,23;, so ist die zweite 
Bedingung erfüllt, wenn a,, <0, a5 >0 und a, >0 ist. Diese letzteren Voraussetzungen er- 
.. . . 2 ® 
füllen aber die angenommenen Bedingungen a,5?— 2,1495 >0 und a,?—2,,4,, >0, wenn die 
Coefficienten a,, und a,,, wie wir im allgemeinen vorausgesetzt haben, positiv sind; denn dann 
werden die linken Seiten Summen von zwei positiven Gliedern. 


Dieselben Bedingungen erfüllen weiter die Beziehungen 


2 « 
A, 1a (A953 —ag9935)+9y4(Ay3& 9 —Ay5945)4Ay4 (A995 — A 9995) > 0, 
wenn 4,,>(0, a,,<0 und a,,<0 ist, so dass sich auch 
2 P 
A,,=a, (935,9 —Ag3213)4 29415 — A 1A35)423 4 (A 19 — a3 5) < 0 
2 
und A, a, 1(A99ı 5; — A 9993)+2y4 (a1 1995 —a 32, 9)4434(A19”— A 1995) < 0 
ergeben und wir somit, da wir die zweite Bedingung 10) als A,,>0 bezeichnen können, 


24444994 Agı +23, Asa ty Aıı —=f>0 erhalten. 

Die Bedingungen a,,”>a,,45s, A,,>0 und 41>>0 lassen uns aus unsrer Tabelle der Flächen er- 
kennen, dass wir einen reellen Unendlichen-Schnitts-Kegel erhalten, wenn die allgemeine 
Gleichung 1) ein einfaches Hyperboloid oder ein Hyperboloid mit einer Mantel- 
fläche darstellt und wir können den Satz aussprechen: 

Durch jeden Punkt als Anfangs- und Scheitelpunkt lässt sich ein Kegel in solche 
Lage zu einem einfachen Hyperboiloid bringen, dass jeder Radius vektor auf dem Kegel das 
Hyperboloid ausser in einem endlich entfernten, auch in einem unendlich weiten Punkte schneidet. 


Wäre a,5°<A,13,9, so müsste auch a,,°<a,,a,, und es kann 4,58,5>&,,45; Sein; diese 
Bedingungen würden weiter ergeben 
Agdyz <Ay5dy9, Ayydgz <Ay9d;; Und Ay,”<Ay9ä55, 
wodurch die zweite Bedingung 
21 (A99d3; —ay5)+ 212 (Ap3d13—"4;5%19)+ı3 (Aa5d19 —Ag5%3)> 0 
nur erfüllt wäre für a,,>0, a,5,<0 und a,;<0; ferner müsste A,,<0 sein, wenn 4,>0, 
&,<0 und a,,<0 ist und unter denselben Bedingungen ergiebt sich 
A,,>0 und A,,>0, so dass wir, wenn wir noch a,,<<0 voraussetzen, 
2,4 A144 994 Ags ta Ass ta, Ay, = << erhalten; 
unter 2,5°<2,,299; A,,>0 und 4<0 stellt die allgemeine Gleichung aber ein Ellipsoid dar; 
für dieses ist der Unendlichen-Schnitts-Kegel jedoch imaginär. 
Geben wir jetzt dem Anfangspunkt der Coordinaten die besondere Lage, dass er mit 
dem Centrum zusammenfalle, d. h. nach $ 7, dass 
| 2,2 =, —0 
werde, so erhalten wir auch für den zweiten Schnittpunkt der Radien vektoren mit der Fläche 
einen unendlichen Wert, denn nach $ 9 ist 


18 


C 34 


7 DaB a, AHay4 u tag r) 

folglich für 3, —a,, —a;,—=0, 8 —=mw. Es kann daher vom Centrum des einfachen Hyper- 
boloids als Scheitel ein reeller Kegel in solche Lage mit der Fläche gebracht werden, dass 
die Radien vektoren auf dem Kegel das Hyperboloid in 2 zusammenfallenden Punkten in un- 
endlicher Entfernung treffen; dieser Kegel wird der Asymptotenkegel der Fläche genannt. 

Fällt zuletzt der Anfangspunkt mit dem Centrum in einem Punkte der Fläche zusammen, 
so wird neben a,,—a,,—a,,—0 auch a,,—0, folglich muss 4—=0 sein. Diese Bedingung 4—0 
mit den Bedingungen a,,°>a,,&, und A,,>0 zusammen, charakterisieren die Fläche zweiten 
Grades als einen elliptischen Kegel; dieser fällt also mit seinem Asymptotenkegel 
zusammen. 

$ 11. Eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen 3 Veränderlichen kann 
aber auch, wie wir schon betrachtet haben, 2 Ebenen repräsentieren, welche sich im Anfangs- 
punkte der Coordinaten schneiden; wir können daher fragen, unter welchen Bedingungen oder, 
für welche Fläche zweiten Grades wird der Unendlichen-Schnitts-Kegel in zwei Unendlichen- 
Schnitts-Ebenen übergehen, d. h. in welchem Falle werden die in diesen Ebenen gezogenen 
Radien vektoren die Fläche ausser in einem endlichen noch in einem unendlichen Punkte schneiden? 

Die Bedingung dafür wird wiederum sein, dass der Radikand der Gleichung 9) ein 
vollständiges Quadrat werde, d.h. dass 


Su 2 2 
(A12%13 —2 1995)" = (dı9”— A, 1995) (A; — Ay 1935), 11) 
P 2 2 on ey 1 
oder dass 2, 1999dy9 +22, 381 9 Ay; — Ay 1 Rz —Aggdy 5 — Ag? —= Ay, = Sei. 
. . D) ar pe: 
Lautet die Gleichung a3; (A199 —&12?)+Ag3 (A241 —A1925)+%ı3 (A998 — 13935) — 0, 
£ . . .. ® .. u ee —— ? 
so wird dieselbe erfüllt sein für 2,5?—=2,%5 49% 341%; Und 2,9% —=213299, Welch’ letzte 
Bedingung sich aus den beiden ersten ergiebt; dann muss aber nach der Bedingung 11) 
a3’ 19; Sein; vereinigen wir dieselbe mit a,54,; —=2,,3,;, So erhalten wir a,33,3 — %y95 
und diese ergiebt mit der Gleichung a,,25;, —=2;345, die Beziehung au: ipod. Unter diesen 
Verhältnissen muss, wenn a,, und a,, verschiedenes Vorzeichen haben 


Au: (Ag — 299933) + Ay4 (339,9 — A93A15)+ 24 (A993 — 919995) — 0, 


>> 
= 
Ay, = 214 (A959 — 9y3245) 4994 (d15”— 232, 1)+Ay4 (Aııdas— A152, 5) = 0. 
Ay, = 24 (A99 5 — 249 999)+2y4 (Ar 1 A93 — 25 9) 4234 (Aı5 — 21 95) 0 sein. 
Es tritt daher der Fall ein, dass A,, =0, Au & 0, Az, 0 und A,, ==0 ist; 
die allgemeine Gleichung 1) stellt einen hyperbolischen Cylinder dar. 

Durch jeden beliebigen Punkt als Anfangspunkt können wir 2 sich schneidende Ebenen 
so an einen hyperbolischen Cylinder legen, dass jeder Radius vektor in diesen beiden 
Ebenen die Fläche ausser in einem endlichen noch in einem unendlichen Punkte schneidet. 

Dieselben Bedingungen erhalten wir, wenn wir die Bedingungsgleichung 7’) im $ 4 erfüllt 


denken durch ef—=dg, e’—=bg und f eg; die ersten beiden ergeben de=bf oder A,,—=0, 


welche zugleich A,,—0 erfüllt, während ef—=dg und f og sich zu dee oder AuZ0 sich 


vereinigen, woraus auch A, NE 0 folgt; die Gleichung 7°) bestimmte aber eine Fläche, welche von 


2 durch den Anfangspunkt gehenden, sich schneidenden Ebenen geradlinig berührt wird; dies 
wird ein elliptischer Cylinder sein. 


NN 


$ 12. Unter bestimmten Bedingungen kann der Unendlichen-Schnitts-Kegel, wie wir 
gesehen haben, auch in eine einzige, durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende Ebene, 
eine Unendlichen-Schnitts-Ebene übergehen und dies wird eintreten, sobald der Radikand 


(Aı2°—211959)y’+(A13°—2,1935)2°42 (&,90,9 —a,10,)yZ 
für jeden Wert von y und z verschwindet, d. h. wenn die Coefficienten der einzelnen Glieder 
für sich gleich Null werden, also unter den Bedingungen 
A219; A’ d;; Und 2,9915 —A, 1255, 

aus welchen sich leicht noch ergiebt Age —dgadyz- 

Die 3 Bedingungen a,5’—=2,,99, &3°=2,,%; und a,’—a,,a,; genügen aber, dass 
die durch die Gleichung 1) dargestellte Fläche in einen parabolischen Cylinder übergeht. 

Unter den angegebenen Bedingungen werden wir eine Ebene so durch jeden Punkt als 
Anfangspunkt in den parabolischen Cylinder legen können, dass alle Radien vektoren die 
Fläche ausser in einem endlichen noch in einem unendlichen Punkte schneiden. 


$ 13. Vereinigen wir zuletzt noch in unsrer Gleichung 
Ao?2+2B e+C al 
die beiden Bedingungen A—=(und-B=(, 
so erkennen wir aus der Form derselben, wenn wir sie schreiben 


cz) 2 Bo+A N, 


dass beide Wurzeln u 0, d.h. dass og, =g, = m werden; die Radien vektoren schneiden 
’ 1 : 
in diesem Falle die Fläche in 2 unendlich entfernten, zusammenfallenden Punkten. Die aus der 


allgemeinen Gleichung 1) entstehende Gleichung C=a,, = ist die Gleichung der unendlich 
entfernten Ebene. Der Unendlichen-Schnitts-Kegel wird zum Asymptoten-Kegel. 


Kap. Ill. 


$ 1. Ist eine beliebige Fläche f(xyz)—=0 und die Ebene Ax+uy+r»z==p gegeben, bei 
der p die Normale vom Anfangspunkte der Coordinaten auf die Ebene und }, «, » die Richtungs- 
cosinus derselben gegen die Coordinatenaxen bedeuten und soll die Bedingung aufgestellt 
werden, unter welcher die Fläche von der Ebene berührt wird, so muss der Berührungspunkt 
x'y'z, wenn in x'y'z überhaupt eine Berührungsebene an die Fläche existiert, beiden Gleich- 
ungen genügen, also f(&'y'zZ')—=0 und Ax’+uy'+vz'=p sein, d.h. es muss die gegebene Ebene 
mit der Tangentenebene an die Fläche im Punkte x’, y', z' zusammenfallen, so dass die Coef- 
fiienten der Unbekannten in der Gleichung der gegebenen Ebene identisch gleich sein müssen 
den Coeffiecienten der Unbekannten in der Gleichung der Tangentenebene. 

Die Gleichung der Tangentenebene an die Fläche f(xyz)—=0 ist 

KERNE) HR) —0 

oder f(&').xHf(y').y4+f (2) .2=& fa )Ayfly)+z.flz), 
wobei x, y, z die sogenannten laufenden Coordinaten der Ebene, x’, y', z’ die Coordinaten des 
Berührungspunktes und f'(x'), f‘(y'), f'(z') die ersten partiellen Ableitungen von f(xyz) nach x, y, z 
für die Coordinaten des Berührungspunktes x’, y', z’ bedeuten; sie sind zugleich, dividiert durch 


einen Faktor k, welcher sich aus der Gleichung 
92# 


KR HEN)HEZ) 
ergiebt, die Richtungscosinus der Normale der Tangentenebene. Multiplicieren wir nun um- 
gekehrt die Gleichung der Ebene mit diesem Faktor k, also 
kix+kuy+kvz=kp, 
so müssen die Bedingungsgleichungen stattfinden 
f(x), ku=fly), kr=flz) ) 
und kp f(x)Iy.f(y)+z2.f(z); 2) 
für A, u, » gilt ausserdem die Beziehung 3°+u°4»°—1. 
Eliminieren wir aus den Gleichungen 1) die Veränderlichen x‘, y,z’ und substituieren wir 
ihre Werte in die Gleichung der gegebenen Ebene, so erhalten wir die gesuchte Bedingung. 


$ 2. Gegeben sei eine centrale Fläche zweiten Grades in ihrer allgemeinsten Form 
mit dem Centrum als Coordinatenanfang 


A| a11x°4a,,y%4a352°420, xy +22,5%x24+22,,y ta, | =, 3) 
in welcher nach Salmon 
Bi aA ta A Aa A oder nach Schlömilch = — I 
Ay 44 4 
unter welcher Bedingung wird sie von der Ebene Ax+uy-+rz=p berührt? 
Bezeichnen wir-jetzt die Coordinaten des Berührungspunktes mit x, y, z, so ist 
Fa, Rt y4 252, FÜy)agXt 99 ytag52, F()a,5X42,5y+2352, 
mithin ergeben sich die Bedingungsgleichungen 
2,X429 942,52 —hk 
A989 y+2,52 = uk 
29%; y+2,;2 = rk 


und AxtHuytrz—=p, 4) 
aus denen die Determinante 


4» Ay Un AK a, Ay An A| 

9 Ag Ag, uk Ay Ag Ay, M 

A195 Agy) Ayy, »K me Ag, Aggy Agyı ? in a) 

| h, 0) Le p h, u) 23 = 

| 
folgt. Berechnen wir jetzt die Gleichung 2) mit Hilfe der für f(x), f‘(y) und f'(z) angegebenen 
Werte kp = a,,x°+2a,5xy-+22,3X242,97°+22,3 242,52? 
und setzen kp=kıx+kuy+kvz und nach Gleichung 3) 
2,1,X’+22,9Xy+ 2275824999 y°+229,y2742,,2°=—ay, 

so ist kıx+kuytkız = — a,,' 
oder Ak+uy+vz =—t—p oder pk=—a,,". 


Wir können daher die Bedingungsdeterminante 5) folgendermassen schreiben 
an Ay Un 4 


a9, Any By M 


| 
S 


Ag5 Anz, Ay 7 


h, k, v, ws 
k2 
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$ 3. Da p der Abstand der Berührungsebene vom Mittelpunkte der gegebenen Fläche 
zweiten Grades ist, so folgt aus der Gleichung 
pk=—a,,), 
dass die Tangentialebene nur für den Fall a,,'’=0, d.h. wie wir gesehen haben, für Kegel 
zweiten Grades, welche den Anfangspunkt zum Scheitel haben, durch diesen Anfangspunkt, also 
das Öentrum der Fläche, gehen kann, da nur für a,,'’=0 auch p=0 ist; denn k? muss als 
Summe von 3 Quadraten immer grösser als Null sein. 
Die Bedingung, dass eine Ebene Ax+uy+vz=p einen Kegel zweiten Grades berührt, 
nimmt daher die Form an 
Ar) Hägsat As, 


9, gay Agy) 


| 
> 


6) 


Ajg5 Aygy! Ag, 

h, u d, 

Andrerseits wird die gegebene Ebene Ax+uy-+»z=p unter der Bedingung, dass 

p=0 wird, die Fläche nicht mehr berühren, sondern mit derselben einen ebenen Querschnitt 

bilden, der durch das Centrum geht; wir nennen ihn einen Diametralschnitt; er entspricht der 

Ebene Ax+uy-+vz—0. Da wir gesehen haben, dass diese Ebene und damit auch der Diametral- 

schnitt einen koncentrischen Kegel zweiten Grades berührt, so können wir fragen, in welcher 
Linie wird die Berührung stattfinden? 


EN 


$S 4. Salmon hat im Artikel 102 den Satz bewiesen: „Jeder Diametralschnitt einer 
centralen Fläche zweiten Grades wird längs jeder seiner Halbaxen von einem koncentrischen 
‚Kegel zweiten Grades berührt; ‚die Leitkurve des Kegels ist der Durchschnitt der gegebenen 
Fläche mit einer koncentrischen Kugelfläche, deren Halbmesser gleich dem betreffenden Halb- 
messer des Diametralschnittes ist“, und den Beweis in folgender Form gegeben: „Es sei OR eine 
Halbaxe eines Diametralschnittes, so werde mit OR um den Mittelpunkt O der Fläche eine Kugel 
beschrieben und durch die entstehende Durchschnittslinie der Kugel mit der gegebenen Fläche 
als Leitkurve ein koncentrischer Kegel gelegt; derselbe enthält offenbar OR als Seite, kann 
aber weiter keinen Radius mit dem Diametralschnitt gemein haben, da dieser Radius gleich OR, 
d. h. gleich der einen Halbaxe sein müsste; ein solcher Radius existiert aber nicht im Diametral- 
schnitt ausser der Ergänzung der Halbaxe zum Durchmesser, welche, da sie um 180° von der 
genannten Halbaxe absteht, vom Scheitelkegel berührt wird; da also der Kegel nur einen Radius 
mit .dem Diametralschnitt gemein hat, so berührt er ihn und zwar längs einer Halbaxe.“ 

Wir können diesen Satz umkehren und sagen: Berührt ein Diametralschnitt einen auf 
die im vorigen angegebene Weise erzeugten koncentrischen Kegel zweiten Grades, so ist die 
Berührungslinie eine Axe des Diametralschnittes. 

Beweis: Der Radius, längs welchem die Berührung stattfindet, sei wieder mit OR be- 
zeichnet; gäbe es ausser OR einen zweiten, ihm gleichen Radius des Diametralschnittes, so 
müsste dessen Endpunkt auf der Kugel mit OR um O, also auch auf der Leitkurve des Kegels 
liegen. Der Kegel hätte dann zwei Radien mit dem Diametralschnitt gemein, also ist die Be- 
rührungslinie eine Axe des Diametralschnittes. 


$ 5. Gehen wir jetzt dazu über, die Länge der Axen des Diametralschnittes zu be- 
rechnen, d. h. die Länge derjenigen Linien, in welchen der Diametralschnitt den koncentrischen 
Kegel berührt, 
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Ist uns jetzt die Gleichung der centralen Fläche in der Form gegeben 
2,Xx°”+2,y?+a,2°—1 = 0 
und die der Kugel mit dem Radius OR=r 
x4y242° 1? —0, 
so kann man die Gleichung des koncentrischen Kegels durch Subtraktion beider bilden und erhält 


2 1 2 1 9 1 
x (a —;8)+y (2-5 +2 (3) —0. 


Soll die Ebene Ax+uy+»z=0 diesen Kegel berühren, so ist uns nach der Gleich- 
ung 6) die Bedingung gegeben 


1 
a, — r? 0, 0, h 
1 
0, u 0, u es. 0. 
0, Fe 2 | 
A, My v, 0 


Aus dieser Gleichung lässt sich die Länge r der Axen, in welchen der durch die Ebene 


gebildete Diametralschnitt den koncentrischen Kegel berührt, berechnen. Man erhält für = 
die quadratische Gleichung 
1 1 9 6) 2 2 
a (2, v»’+a; u’ra; 2’ +a, 7a, u? +a,2°)+2y0, 2% +aza, ua, — 0 
: 
ps 


| 
oder Hl HH Ha Hart 0. 7) 


| . Es bleibt uns noch die Frage zu beantworten, ob aus dieser Gleichung die Axen der 
Durchschnittskurve auch dann noch berechnet werden können, wenn die sich für E und = 
1 
ergebenden Werte negativ werden, oder wenn einer von beiden Werten negativ wird; Herin 
unter dieser Bedingung sind die Werte für r, resp. r, imaginär, die Kugel mit r, resp. r, 
schneidet in diesem Falle die centrale Fläche zweiten Grades nicht. Dieser Fall tritt offenbar 
ein bei den Hyperboloiden; denn beim einfachen Hyperboloid kann der centrale Schnitt eine 
Hyperbel, die eine Axe also imaginär sein und beim geteilten Hyperboloid kann die Durch- 
schnittskurve imaginär, mit 2 imaginären Axen, eine imaginäre Ellipse sein. Diese imaginären 
Axen kommen aber auch weiter noch in Betracht, wenn es sich darum handelt, die Axen eines 
beliebigen ebenen Schnittes einer centralen Fläche zweiten Grades zu finden. Es sollen also die Axen 
des Durchschnitts untersucht werden, welcher entsteht, wenn die gegebene Ebene Axtuy+rvz=p 
die centrale Fläche zweiten Grades in beliebiger Weise durchschneidet. 


$ 6. Nach einem bekannten Satze sind parallele, ebene Schnitte mit Flächen zweiten 
Grades einander ähnlich und ähnlich liegend, die Axen derselben also einander proportional. 
Von speciellen Fällen abgesehen, schneidet die Ebene 


Ax+uy+vz=p die Fläche a,x’+2,y’+a,2°—=1 
in einem centralen Kegelschnitt. Wenn wir für den Mittelpunkt desselben die Coordinaten 


&, n, & einführen, so können wir ein neues rechtwinkliges, mit dem ursprünglichen homologes 
Coordinatensystem annehmen, dessen Anfangspunkt eben mit jenem Mittelpunkte des centralen 
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Kegelschnittes zusammenfalle und dessen z Axe parallel der Richtung der Normalen p sei, 
also die Richtungscosinus A, u, » habe, indem wir die Transformationsformeln 
x=S+toxX+py-+1z 
y-ntoxX+ß'y+uz 
z—t4a'X+ß"y+oz 
anwenden, für welche die Beziehungen gelten 


rl +a'’-a"?—1, + Hu 0, “8+a' 4a" $" — 0 
a2+8'%47'”—1, +8 +8"? —1, au +8" +49 — 0, ah +u' uta'v — (0 
EZ —_ 1; >+u?+v? a ip a" +" + uv 2 0, PA-LB'uß"» hie 0. 


Die Gleichung der Durchschnittslinie erhält man, indem man die Coordinaten x’, y’, z’ 
mit Hilfe dieser Transformationsformeln in die Gleichung der Fläche zweiten Grades einführt 
und zZ—(0 setzt, wobei zu beachten ist, dass diese Gleichung kein Glied mit x’ und y’ enthalten 
kann, da der Coordinatenanfang mit dem Mittelpunkt des Durchschnitts zusammenfallen soll. 
Setzen wir der Einfachheit halber an Stelle von x’ und y’ wieder x und y, so lautet die Gleichung 
der Durchschnittslinie im neuen Coordinatensystem 


x? (a, @’+a; 04a, 0" ?)+-y?(a, B?+2, B'?+a, P"?)+2xy (a, aß+ a, ea; aß") 8) 
+2,°+2,7°+2,°—1. 
Setzt man hierin x=r c089, y=rsing und führt die abkürzenden Bezeichnungen ein 
A —a, #’+a,a?+a, a"?, B=.a,f?+a, #'’+a, "?, Ca, «ß+2, oß'+a, af", 
so geht die Gleichung des Durchschnitts über in 
1— (a, °+2n°+2,8°), 
r? 


A cos?p-+B sin? -+2C cosg sing = 


$ 7. Der grösste und kleinste Wert von r sind die Halbaxen der Durchschnittskurve. 
Um dieselben zu erhalten, hat man r oder, da der Zähler der rechten Seite der letzten Gleichung 
für alle r konstant ist, die linke Seite der Gleichung zu einem Maximum oder Minimum zu machen. 


Setzen wir weiter cosp=u und sinpg=v, 80 soll sein 
Au2-+By2+2Cuv = Ma 
mit der Nebenbedingung u?+v?—=|1. 
Nach bekannten Sätzen berechnen sich die Werte von u und v, für welche der an- 
geführte Ausdruck ein Maximum oder Minimum wird, aus folgenden Gleichungen 
(u —v2)C—uv(A—B) = 0, u+v?—1. 

A—.B)? 
u?—2u?v?+v'= u?v? — 
ut+2u?v?®+v?=1 BEN 

402u?v? = C’—u?v?(A—B)? 
2,92 % 
MIN TIEEBjER4OR 
ur 
Die 
V(A—B)?+4C: 
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2C R Mn RT 
V(A— ee "yazBjrıc: Sr 


a Ze ee ee Ve ae ie 


En Va— En 3% az Face 


NA x 
ad el = AB | 


also u+v =y It 


A-Br40| 2 " Va-Byric 


1 V 40? 1 AB 
vw—_-1— V 1— | — — ut 
. (A-B)2+40°| 21 V(A—B)+40C® 
Setzt man die so erhaltenen Werte für u?—= cos?y, v’—=sin?p und uy = cosg sinp in 


die Gleichung der Durchschnittslinie ein, so ergeben sich 2 Werte für r? ‚ welche den beiden 
Halbaxen entsprechen. 


1— (a,5°+8, 7 +2 2%) _A+B (AB)? 1 R 20? 
r,® 2 2 V(A—B)?+4C? V(A—B)?-+40? 


bel: 2 [A+B+ Va—BP +10) 


— (a, 82 2 2  Miboe) 
und ans SAHB— VA— —Bys +40), 
2 
Die Ausdrücke rechter Hand müssen aber unabhängig sein von o, «', «", 8, $' und £". 
Um dies zu zeigen, bilden wir 
L 1 
[1— (a, $?-+a,n°+a, 2?)] > 7 1 —=A+B 
Kal Ya 
und [I1— (a, &®2+3,n?-+a, —— ABC! 


und es müssen die rechten Seiten dieser Gleichungen beziehentlich gleich sein den Ausdrücken 
a, (1—42)+a, (1— u?) +a, (l—»v?) und a,a,42-+a,a, u2?+2,2, v2. 
Nun ist AB=.a, («?+ß?)-+a, («2 +8'?)+a, (a 2+8"?) 
— a, 129) +2, (14?) +2; 1 r?), 
wel a2+ß?+12=1, «2 +28? Hu2—=1 und «"?+ß8"?+v?—1 ist; 
fener AB— 02 —= (a, @?+2,0?-+a, «"?) (a, 8?+a, B'?+a,8"?) — (a, «da, a’ BP’ +a, a 9")? 
— 2,9, (ef — aA)? +22, (Ra)? +aza, (ep aß")? 
— 9,8, 9’4+2,2, +2,52, u, 
weil a — er, KA —a Er, a R—aß” — u ist. 
Es ist also in der That = + Re proportional dem Ausdrucke 
2, 32) +2, (1243, (12) 


1 ; 
und ET proportional a,a,v?+2,2,22-+2,a,u°. 


Berechnet man also aus der für a quadratischen Gleichung 7) ee und Er so sind die 
1 2 


erhaltenen Werte auch dann brauchbar, wenn r, und r, beide imaginär werden, d.h. wenn die 
Durchschnittskurve imaginär ist. 


Kap. IV. 


$ 1. Die Polarebene eines Punktes inbezug auf eine Fläche zweiten Grades kann 
als der Ort der vierten harmonischen Punkte in den durch den Pol gehenden Radien vektoren 
der Fläche definiert werden. 
Wenden wir diesen Satz an, wenn uns ein dreiaxiges Ellipsoid, bezogen auf die drei 
Hauptaxen, durch die Gleichung gegeben ist 
x2 2 22 
EURE: 
für den Radius vektor des Punktes U mit den Coordinaten u, v, w ausserhalb des Ellipsoids 
als Pol, welcher durch den Mittelpunkt OÖ der Fläche geht und die Fläche im Punkte X 
mit den Üoordinaten x, y, z schneidet, während U’ mit den Coordinaten u’, v’, w' der Schnitt- 
punkt des Radius vektor mit der Polarebene ist. 
Führen wir die Bezeichnungen ein A 
OU=RFVOVER, VOX=OX=R, 
so besteht die Beziehung 
R2=R,R,, 1) 
d.h. R ist die mittlere Proportionale zwischen 
er. und.R,. 
Beweis: X’ sei der andere Schnittpunkt , 
des durch O gezogenen Radius vektor vom Pol A 
aus. Die Punkte 
X’, U, X und U liegen nach dem angegebenen Satze harmonisch, folglich ist 
2a Bude erioa Dan, woraus die Gleichung 1) folgt. 
XU XU R—R, R,—R 


E 


$ 2. Die Gleichung der Polarebene des Punktes U inbezug auf das Ellipsoid ist 

ux  vy  wz 

here 

es müssen derselben auch die Coordinaten u’, v’, w' des Punktes U’ genügen; zwischen diesen 

und den Coordinaten des Punktes U (u, v, w) bestehen aber die Beziehungen 

u MIHWATE, naulst;z vVReena WwR,. 
rein also u a Var R’ wl— Br 

Setzt man diese Werte von uw, v’, w' für x, y, z in die Gleichung der Polarebene ein, so er- 


giebt sich 


u? v2 w? R, 


Wir bezeichnen kurz nal gr Yoga k2, 2) 
so dass auch = cs 3) 
| R 
R: 
und wegen 1) auch Ra k2, Tan k. 4) 


$ 3. In ähnlicher Weise bestehen für die Coordinaten x, y, z des Punktes X die Be- 


ziehungen x y Z R R R R 


ae u Se En also rn IFIRD RATE TE 
Diese Werte in die Gleichung des Ellipsoids eingesetzt, ergeben 


aa, wa wa, Bi“ 


b? dr; Lo 
R,? y R 
also auch Br —k? und pmk 5) 
Dasselbe Resultat folgt auch aus den Gleichungen 1) und 4); nämlich nach 1) ist 
ER 


RT mal are 


8 4. Die eingeführte Grösse k können wir nun leicht bei den Beziehungen zwischen 
den Coordinaten der Punkte U, U’ und X verwenden; denn wir erhalten aus $ 2 mit Hilfe 
der Gleichung 3) 


u.k&=u, v.k’—y, w.k—w; 6) 
ferner folgt aus $ 3 mit Hilfe der Gleichung 5) 
Ska yk vs, ze 7) 


und die Vereinigung der zuletzt gefundenen Gleichungen ergiebt wieder 
x— uk, yvvkjurzeshk 8) 

Die Gleichungen 7) ergeben den Satz: Bewegt sich der Punkt U (u, v, w) so, dass k 
konstant bleibt, so bewegt er sich auf einem ähnlichen und ähnlich liegenden koncentrischen 
Ellipsoid oder k—= konst. ist die Gleichung eines ähnlichen und ähnlich liegenden koncentrischen 
Ellipsoids. 

Die Grösse k stellt aber auch weiter Beziehungen zwischen besonderen Linien am 
Ellipsoid her. Bezeichnet p den senkrechten Abstand des Mittelpunktes O von der in X an 
das Ellipsoid gelegten "Tangentenebene, so ist 


I_y= y? #2? 
De Pre dar 9) 


multiplicieren wir diese Gleichung mit k, so können wir nach den Gleichungen 7) schreiben 


ae 
UV = Vör un 10) 


die rechte Seite dieser a ist & ei A Wert des senkrechten Abstandes des 
Mittelpunktes O von der durch U’ gehenden Polarebene des Punktes U; sie ist parallel der 
Tangentenebene im Punkt X. Bezeichnen wir diesen Abstand mit P', so ist 


kP'=p. 11) 


Endlich kann noch die Beziehung 


u? +v?+w?2 —k? (x?+y?-+z?) 12) 
angegeben werden. 


$ 5. Die beiden Hauptaxen eines Diametralschnittes können aus der für > qua- 
dratischen Gleichung ; 
1 1 [sınd« sin?e'j sin?y| “ costo cos?  cosiy |} 
rt 2 a2 b? c2 b2c2 c?2a2 ab? 
berechnet werden, in welcher «, 8, die Winkel der Normale des Schnittes mit den Axen sind. 
Es soll der Diametralschnitt betrachtet werden, der parallel ist der Polarebene des 
Punktes U, also auch parallel der Tangentialebene im Punkte X an das Ellipsoid. Die Nor- 
- male des Diametralschnittes ist dann auch Normale der Polarebene, folglich ist 


V 
b? 

Bezeichnet man die beiden Hauptaxen des Diametralschnittes mit r, und r,, so folgt 
aus der oben genannten quadratischen Gleichung 


P, cosy —=aGP. 13) 


u 
cos aa cos b = 


1 cos®« cos?ß  cos?y 
Del aber Necaae Kan: 
“oder infolge der Gleichungen 13) 
12 2 2 2 12 
1 % E ee) P x 
r AT a?b?e? a7 b? e? a?b?e? 
| 2. abe abe 
oder rn .n:p==abe 14) 


$ 6. Legt man zu einem Diametralschnitt A parallel eine Ebene B durch das Elip- 

soid, so ist die Schnittfigur eine Ellipse, ähnlich und ähnlich liegend mit der Ellipse des Dia- 

metralschnittes. Die grossen Axen der Schnitte A und B liegen demzufolge ebenfalls auf einem 

Diametralschnitte © und zwar auf einem zum Schnitte A 

konjugierten. Als Schnitt B werde die Polarebene des 

Punktes U genommen. Die Figur stelle den Diametral- 

schnitt C dar, welcher die grossen Axen der Schnitte ent- 
hält, welche der Tangentialebene in X parallel sind. 

Die Axen der Polarebene seien r,' und r,'. Da r, und 

OX konjugierte Durchmesser sind, so besteht die Gleichung 


OU 72 Rrser2 
Ze -=]1 ode — +— =1. 
OX?, rn? Ratr2 
Ganz analog erhält man für die kleinen Axen die Beziehungen 
2 2 
RB, A Fa ats 
2 Sa 
R rs 
Dieselben ergeben 
R 1 L 1 
N —=h? —— und r,’—r, 


2 
R, 


EEK Rs 


oder wegen Gleichung 4) auch 


k? | k? 
er = 21 un 1.8 =. BZ BT’ 
rs 
also hal Date 
i ‚.,. abe k?—1 
und infolge von 14) vl, np TR 15) 
oder nr..p==3bt. SEE. 


Satz: r,'.r,..p=konst., wenn der Punkt u, v, w sich auf einem ähnlichen und ähnlich 
liegenden Ellipsoid bewegt. 


$ 7. Denkt man sich in der Gleichung 
A a 
zarte b? 1607) er =k’ 16) 

die Grössen u, v, w variabel, k onen so an diese Gleichung aus, dass U ein Punkt 
eines Ellipsoides ist, welches koncentrisch, ähnlich und ähnlich liegend mit dem Ellipsoid der 
Gleichun 2 BD 

8 5 ze 2 " | 7 
ist; die Axen des Ellipsoids, welchem U angehört, sind ak, bk, ck. 

Eine im Punkte u, v, w an das letztgenannte Ellipsoid gelegte Tangentenebene hat vom 
Coordinatenanfangspunkt den Abstand 


P == ER oder Pr fat 1 En 
Ve u? v? w? V: Js 
(ak)t + ot an: ch)! atrpra 
Mithin ist F—.pK. 17) 


Diese Beziehung in 15) eingeführt, giebt 
k?—1 
k 


' 1 1 
75. = abc, 


$ 8. Ebenen, die von einem gegebenen Ellipsoid ein gegebenes Volumen abschneiden, 
umhüllen ein ähnliches Ellipsoid. 


Nach Gleichung 4) ist a —k; denkt man sich darin R, variabel, also auch k va- 
riabel, dagegen R konstant, so ist 
R Nr dR, dk dk 
m >; dR, — dk, oder dar, —k, — Bi oder dR,— —.R,- De 


Es sei nun ® der Winkel der Normale auf die Polarebene mit der Richtung R,, so ist 
P'=R, cos, wenn P’ die in $ 4 angegebene Bedeutung hat, dass es der Abstand der Polar- 
ebene des Punktes U vom Mittelpunkte ist. Mithin ist 

dP’ =dR,.cose—=—.R, cos ee 

Ein Cylinder, dessen Grundfläche der ebene Schnitt mit den Axen r,’undr,' und dessen 

Höhe dP’ ist, hat den Inhalt 


| dk 
a1, .1,.dP = — n.r.'.15'.R,.cos & — 


k 


fr} 
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oder nach 15) een] cos a 
p krz:k? 
Da nun p der Abstand der Tangentialebene im Punkte X vom Mittelpunkte, also 
p=R.cos: ist, so folgt 


R 


ELRN R, dk k’—1 
Ar, 19. dPP' = — n.abe- ara ae 
und da endlich nach Gleichung 4) = —k 
and — — n.abe- "2 .dk. 
Integriert man links zwischen den Grenzen P’ und p und rechts zwischen k, und k,, 
so folgt p = 
IE na sah in, abe dk, 
I k, 
p yes 
e fr.n Pan — abe ® en 
pr 
Zum Abstande p gehört der Wert k, I! also ist, wenn man die linke Seite mit 


Sgmt —= Segment bezeichnet, A 
Aka 1002 
Sgmt —=r.abe I er | ; 


für das halbe Ellipsoid _ abc; denn es ist R,=0, folglich k, = x. 


Bemerkt sei hier noch, dass das Integral auch zwischen beliebigen Grenzen P,' und P,' 
genommen werden kann. | 

Da der Inhalt eines Ellipsoid-Segmentes nur abhängig ist von der Grösse k, so ändert 
sich derselbe nicht, wenn k konstant bleibt. 

Bleibt k konstant, so bewegt sich der Punkt U auf einem ähnlichen, Ehelich liegenden 
und koncentrischen Ellipsoid; die Polarebene des Punktes U berührt unter dieser Bedingung 
ebenfalls ein ähnliches, ähnlich liegendes und koncentrisches Ellipsoid. 


S 9. Es war Sgmt — nabe E en ur 
" ‚abe 2ki—ak’+l _  raher k-1)@k+1) 
158 k? BET. k? 
Setzt man nach Formel 4) E= R ‚ so ergiebt sich 
Sgmt — 3 «abe ee ee B 


Führt man an Stelle von R—R, die Höhe h des Ellipsoid-Segmentes ein und an Stelle 
von R die Höhe H des halben Ellipsoides, dessen Centralschnitt parallel der Basis des Seg- 
mentes ist und zwar durch die Beziehungen 

Beeren Al 


COS & cos 8” 


4* 


ER de 
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wo & die in $ 8 gegebene Bedeutung hat, so ist 
n h’@H—h) _= a b 
Diese Formel geht in die entsprechende für die Kugel über, wenn 
az b Se H ist. 


. h?@H—h). 


$ 10. Nach bekanntem Satze (Salmon I, Art. 95) ist die Summe der Quadrate von 
3 zu einander konjugierten Halbmessern konstant. 
Wendet man diesen Satz auf die beiden Haupthalbaxen r, und r, eines Centralschnittes e‘ 
und auf den zum Centralschnitt konjugierten Halbmesser R an, so ergiebt sich, _ r j 


r,?+1,°=a?+b?+c?—R?., 


Ferner ist nach Gleichung 14) rn — ; aus beiden Gleichungen folgt 


a Pl Vorne EL. 


u ee 
N —n= Vorrproo—R >, 
wobei R?’—x?+y?+z°? und en ist; 
arte 


x, y, z sind aber die Coordinaten des Endpunktes vom Halbmesser R oder, was dasselbe bedeiii Y 
die Coordinaten des Punktes, in welchem eine zum Centralschnitt parallele Ebene das Elip- * 
soid berührt. 


$ 11. Zuletzt sei noch der Winkel e berechnet, welchen ein Halbmesser R mit der, 
Normale des ihm konjugierten Centralschnittes bildet. 
Nach bekanntem Satze (Salmon I, Art. 99) ist die Summe der Quadrate der Projek- 
tionen von irgend 3 konjugierten Durchmessern auf eine beliebige Ebene konstant. BE 2, 
Der zu R konjugierte Centralschnitt sei die Projeetionsebene; so gilt für die beiden 
Halbaxen r, und r, dieses Schnittes und für R die Beziehung Mr 


r,?+1,?2+ R?sin? se = a?+b?+c? —(a? cos? «+b2 cos? ß-+c? cos? „), 
wo o, 8, y die Richtungswinkel der Normale des Centralschnittes sind. Aus dieser Gleichung 


a B"--b3. 0% (aleostn.h hroBaslih eb 2) Sl 


sin?e — BR: 
oder, da r,?+13?—= a°+b?+c?—.R? ist, 
«9. __ R?— (a?cos?«+b?cos?#-+c?cos?7) De, a?cos?» +b?cos? 3+e?cos? 2 
sın“ = en? ARE VL Re En TE TE E00 
2 2 2 2£ 2 2 
Dielch gl Va’cos’«+b?cos?B+c’cos?y 


R 
Da nun Rcose=p, so ist p?= a?cos’«—+b?cos?3+c?cos?y. 


